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Íåêîòîðûå ôîðìû óãëåðîäà.



Ôóëëåðåíû.

Ôóëëåðåí � ìîëåêóëÿðíîå ñîåäèíåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé
âûïóêëûå çàìêíóòûå ìíîãîãðàííèêè ñ ãðàíÿìè ðàçìåð 5 è 6,
ñîñòàâëåííûå èç òð¼õêîîðäèíèðîâàííûõ àòîìîâ óãëåðîäà.

Ãðàô ôóëëåðåíà � 3-ñâÿçíûé ïëîñêèé êóáè÷åñêèé ãðàô ñ ãðàíÿìè
ðàçìåðà 5 è 6. Ãðàíåé ðàçìåðà 5 â òî÷íîñòè 12.

Â IPR ôóëëåðåíå êàæäàÿ ïÿòèóãîëüíàÿ ãðàíü îêðóæåíà òîëüêî
øåñòèóãîëüíûìè ãðàíÿìè (Isolated Pentagonal Rule).



Контейнер для молекул.



Доставка субстанций.



Òîïîëîãè÷åñêèå èíäåêñû � èíâàðèàíòû ãðàôîâ, ïðèìåíÿåìûå â
ïðèëîæåíèÿõ äëÿ îöåíêè ñëîæíîñòè ñòðóêòóð, óïîðÿäî÷åíèÿ
èçîìåðîâ, ïðîãíîçèðîâàíèÿ ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ñâîéñòâ õèìè÷åñêèõ
ñîåäèíåíèé, âêëþ÷àÿ áèîëîãè÷åñêóþ àêòèâíîñòü.

Èíäåêñ Âèíåðà � ñóììà ðàññòîÿíèé ìåæäó âñåìè âåðøèíàìè ãðàôà

W (G ) =
∑

{v ,u}⊆V (G)

d(v , u).

Òðàíñìèññèÿ âåðøèíû v â ãðàôå G � ñóììà ðàññòîÿíèé îò v äî
âñåõ äðóãèõ âåðøèí G :

tr(v) =
∑

u∈V (G)

d(v , u).

Ñëîæíîñòü Âèíåðà, CW , ãðàôà � ÷èñëî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
òðàíñìèññèé åãî âåðøèí.

Òðàíñìèññèîííî èððåãóëÿðíûé ãðàô èìååò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ
ñëîæíîñòü Âèíåðà (ðàâíóþ ÷èñëó âåðøèí).



Таблица: Количество фуллеренов (N) и IPR фуллеренов (NIPR ) с n
вершинами (f — число граней).

n f N NIPR

20 12 1 0
24 14 1 0
26 15 1 0
28 16 2 0
30 17 3 0
32 18 6 0
34 19 6 0
36 20 15 0
38 21 17 0
.. .. .. ..

58 31 1205 0
60 32 1812 1
62 33 2385 0
64 34 3465 0
66 35 4478 0
68 36 6332 0
70 37 8149 1
72 38 11190 1
.. .. .. ..

190 97 131561744 8187581
192 98 145976674 9364975
194 99 159999462 10659863
196 100 177175687 12163298

.. .. .. ..
232 102 857934016 95758929



Çàäà÷è:

1. Êàêîâà ñòðóêòóðà ôóëëåðåíîâ ñ ìàêñèìàëüíûì èíäåêñîì Âèíåðà?

2. Êàêóþ ñëîæíîñòü èìåþò ôóëëåðåíû ñ ìàêñèìàëüíûì èíäåêñîì
Âèíåðà? Åñòü ëè òðàíñìèññèîííî èððåãóëÿðíûå ãðàôû â êëàññå
ôóëëåðåíîâ?

Èñòî÷íèêè ãðàôîâ ôóëëåðåíîâ:

1. Äàííûå â ñåòè èíòåðíåò (ìèëëèîíû ñòðóêòóð).

2. Ãåíåðàòîðû ãðàôîâ ôóëëåðåíîâ (ìèëëèàðäû ñòðóêòóð).

Вычислительные средства:

Три компьютера (4/8 ядерные процессоры 4200-4500 MHz, диски 18 Tb).



Cn è Wn � ìàêñèìàëüíûå ñëîæíîñòü Âèíåðà è èíäåêñ Âèíåðà äëÿ
ôóëëåðåíîâ ñ n âåðøèíàìè.

Òàáëèöà: Ñëîæíîñòü Cn è èíäåêñ Âèíåðà W ãðàôîâ ôóëëåðåíîâ ñ Cn.
Èíäåêñ Âèíåðà Wn è cëîæíîñòü CW ãðàôîâ ôóëëåðåíîâ ñ Wn

(n � ÷èñëî âåðøèí, D � äèàìåòð ãðàôà, t � òèï êðûøêè).

n Cn W D Wn CW D t
20 1 500 5 500 1 5

24 2 804 5 804 2 5

26 2 987 6 987 2 6 b
28 5 1198 6 1198 5 6

30 7 1431 6 1435 3 6 a
32 9 1688 6 1696 3 7 b
34 10 1973 7 1978 10 7

1978 7

36 14 2288 7 2298 8 7 c1
38 18 2627 7 2651 4 8 b
40 19 3001 7 3035 4 8 a

... ... ... .. ... .. .. ..

226 217 288789 31 347998 77 39 d2
228 218 258913 25 365818 57 39 c1
230 221 269286 27 413905 23 45 a

295719 31

232 221 292719 28 384714 57 40 c2



Ôóëëåðåíû ñ ìàêñèìàëüíûì èíäåêñîì Âèíåðà.

Íàíîòðóáî÷íûé ôóëëåðåí = íàíîòðóáêà + êðûøêè.

Â ãðàôàõ ñ ìàêñèìàëüíûì èíäåêñîì Âèíåðà 4 òèïà êðûøåê. Â
êàæäîì ãðàôå êðûøêè èìåþò îäèíàêîâûé òèï. Óêàçàíî ÷èñëî
ôóëëåðåíîâ ñ äàííûìè êðûøêàìè, n ≤ 232.

a b c d

21 28 27 26



Ïîñòðîåíèå íàíîòðóáîê c èíäåêñàìè õèðàëüíîñòè (n,m).



Ïðèìåð 3D èçîáðàæåíèÿ ãðàôà ôóëëåðåíà â Maple. Ïÿòèóãîëüíèêè â
åãî êðûøêàõ âûäåëåíû öâåòîì (êðàñíûé è çåëåíûé).



Âèä ôóëëåðåíà ñáîêó è ñî ñòîðîíû êðûøêè (ðåáðà ñîâìåùåíû).



1. Òèï a. Êðûøêè ýòîãî òèïà îïðåäåëÿþò (5,0)-íàíîòðóáî÷íûå
ôóëëåðåíû.

a

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gn ãðàô ñ ÷èñëîì âåðøèí n.

Óòâåðæäåíèå. (Graovac, Ori, Faghani, 2011). Ïóñòü Gn åñòü ôóëëåðåí
ñ êðûøêàìè òèïà a è ÷èñëîì âåðøèí n = 10k , k ≥ 2. Òîãäà
CW (Gn) = k , D(Gn) = 2k − 1 è äëÿ n ≥ 50,

W (Gn) =
1

30

(
n3 + 1175n − 20100

)
.



2. Òèï b. Êðûøêè ýòîãî òèïà îïðåäåëÿþò (3,3)-íàíîòðóáî÷íûå
ôóëëåðåíû (ñì. ïðèìåð íèæå, âåðøèíû v îòîæäåñòâëÿþòñÿ).

v

v

v

v
v

v

b

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü Gn åñòü ôóëëåðåí ñ êðûøêàìè òèïà b è ÷èñëîì
âåðøèí n = 6k − 4, k ≥ 5. Òîãäà CW (Gn) = dk/2e, D(Gn) = k + 1 è
äëÿ n ≥ 26,

W (Gn) =
1

36

(
n3 + 27n2 + 156n − 4352

)
.

Åñëè ôóëëåðåíû òèïîâ a è b èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî âåðøèí, òî
ôóëëåðåí òèïà a èìååò áîëüøèé èíäåêñ Âèíåðà.



3. Òèï c . Êðûøêè ýòîãî òèïà îïðåäåëÿþò (4,2)-íàíîòðóáî÷íûå
ôóëëåðåíû, êîòîðûå ðàçáèâàþòñÿ íà äâà ñåìåéñòâà Tc1 è Tc2.

Óòâåðæäåíèå. a) Ïóñòü Gn åñòü ôóëëåðåí ñ êðûøêàìè òèïà c èç
ñåìåéñòâà Tc1. Òîãäà äëÿ n ≥ 36,

W (Gn) =
1

36

(
n3 + 24n2 + 336n − 7128

)
.

Ñëîæíîñòü Âèíåðà è äèàìåòð Gn ïîêàçàíû â òàáëèöå.

ñåìåéñòâî Tc1 ñåìåéñòâî Tc2

n CW D n CW D
60k + 96 15k + 24 10k +17 60k + 76 15k + 18 10k + 14
60k + 48 15k + 12 10k + 9 60k + 88 15k + 21 10k + 16
60k + 72 15k + 18 10k + 13 60k +112 15k + 27 10k + 20
60k + 84 15k + 21 10k + 15 60k + 64 15k + 15 10k + 12



á) Ïóñòü Gn åñòü ôóëëåðåí ñ êðûøêàìè òèïà c èç ñåìåéñòâà Tc2.
Òîãäà äëÿ n ≥ 52,

W (Gn) =
1

36

(
n3 + 24n2 + 336n − 7192

)
.

Ñëîæíîñòü Âèíåðà è äèàìåòð Gn ïîêàçàíû â òàáëèöå.

ñåìåéñòâî Tc1 ñåìåéñòâî Tc2

n CW D n CW D
60k + 96 15k + 24 10k +17 60k + 76 15k + 18 10k + 14
60k + 48 15k + 12 10k + 9 60k + 88 15k + 21 10k + 16
60k + 72 15k + 18 10k + 13 60k +112 15k + 27 10k + 20
60k + 84 15k + 21 10k + 15 60k + 64 15k + 15 10k + 12



4. Òèï d . Êðûøêè ýòîãî òèïà îïðåäåëÿþò (5,1)-íàíîòðóáî÷íûå
ôóëëåðåíû, êîòîðûå ðàçáèâàþòñÿ íà äâà ñåìåéñòâà Td1 è Td2.

Óòâåðæäåíèå. a) Ïóñòü Gn åñòü ôóëëåðåí ñ êðûøêàìè òèïà d èç
ñåìåéñòâà Td1. Òîãäà W (G42) = 3415 è äëÿ n ≥ 54,

W (Gn) =
1

36

(
n3 + 15n2 + 1068n − 22788

)
.

Ñëîæíîñòü Âèíåðà è äèàìåòð Gn ïîêàçàíû â òàáëèöå.

ñåìåéñòâî Td1 ñåìåéñòâî Td2

n CW D n CW D
60k +126 25k + 57 10k + 12 60k + 106 15k+ 47 10k + 19
60k + 78 25k+37 10k + 4 60k+ 118 15k+50 10k + 21
60k + 102 25k + 47 10k + 8 60k+142 15k + 56 10k + 25
60k + 114 25k + 52 10k +10 60k+ 94 15k+ 44 10k+ 17



á) Ïóñòü Gn åñòü ôóëëåðåí ñ êðûøêàìè òèïà d èç ñåìåéñòâà Td2.
Òîãäà W (G46) = 4322 è äëÿ n ≥ 58,

W (Gn) =
1

36

(
n3 + 15n2 + 1068n − 22756

)
.

Ñëîæíîñòü Âèíåðà è äèàìåòð Gn ïîêàçàíû â òàáëèöå.

ñåìåéñòâî Td1 ñåìåéñòâî Td2

n CW D n CW D
60k +126 25k + 57 10k + 12 60k + 106 15k + 47 10k + 19
60k + 78 25k +37 10k + 4 60k + 118 15k +50 10k + 21
60k + 102 25k + 47 10k + 8 60k+ 142 15k + 56 10k + 25
60k + 114 25k + 52 10k + 10 60k+ 94 15k + 44 10k + 17



Èíäåêñ Âèíåðà äëÿ IPR ôóëëåðåíîâ.

Ïåíòàãîíàëüíûå ÷àñòè êðûøåê èìåþò ñëåäóþùóþ êîíôèãóðàöèþ:

a b c d

20 11 26 25

Êðûøêè òèïà a îïðåäåëÿþò (5,5)-íàíîòðóáî÷íûå ôóëëåðåíû, äâóõ
ñåìåéñòâ Ta1 è Ta2 (n ≤ 270). Ïðèâåäåíû ãðàôû G110 è G120.



Óòâåðæäåíèå (Ghosh è äð., 2018). a) Ïóñòü Gn åñòü IPR ôóëëåðåí ñ
êðûøêàìè òèïà a èç ñåìåéñòâà Te1 è ÷èñëîì âåðøèí n = 10k ,
k ≥ 11, è k íå÷åòíî. Òîãäà CW (Gn) = (k + 1)/2 + 1, D(Gn) = k + 3, è

W (Gn) =
1

60

(
n3 + 75n2 + 1820n − 95400

)
.

b) Ïóñòü Gn åñòü IPR ôóëëåðåí ñ êðûøêàìè òèïà a èç ñåìåéñòâà Te2

è ÷èñëîì âåðøèí n = 10k , k ≥ 12, è k ÷åòíî. Òîãäà
CW (Gn) = k/2 + 1, D(Gn) = k + 3, è

W (Gn) =
1

60

(
n3 + 75n2 + 1820n − 97200

)
.



Ðàñïðåäåëåíèå ôóëëåðåíîâ N ïî èõ ñëîæíîñòè Âèíåðà CW (n = 196).

Ãðàôèê gn = n − Cn äëÿ ôóëëåðåíîâ ñ ÷èñëîì âåðøèí n
(ââåðõó � IPR ôóëëåðåíû, âíèçó � âñå ôóëëåðåíû).



Äëÿ èíâàðèàíòîâ âåðøèí, ðàñøèðÿþùèõ èíòåðâàë èõ âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàíñìèññèåé, ñóùåñòâóþò èððåãóëÿðíûå
ãðàôû ôóëëåðåíîâ.

(r , s)-òðàíñìèññèåé âåðøèíû v ∈ V (G ) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

trr ,s(v) =
∑

u∈V (G)

s∑
i=r

d(v , u)i ,

äëÿ öåëîãî r ≤ s. Ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëîã èíäåêñà Âèíåðà:

Wr ,s(G ) =
∑

{u,v}⊆V (G)

s∑
i=r

d(u, v)i =
1

2

∑
v∈V (G)

trr ,s(v).

Ñâÿçü ñ èçâåñòíûìè èíäåêñàìè:

W1,1 � èíäåêñ Âèíåðà

Wk,k � k-é äèñòàíöèîííûé ìîìåíò äëÿ öåëîãî k

WW = 1
2W1,2 � ãèïåð-èíäåêñ Âèíåðà

TSZ = 1
6 (2W1,2 +W2,3) � èíäåêñ Òðà÷à-Ñòàíêåâè÷à-Çåôèðîâà



Таблица: Сложность Cn фуллеренов для индекса Wr,s (N — число графов).
W W2,2 W1,2 W3,3 W2,3 W1,3

n Cn N Cn N Cn N Cn N Cn N Cn N
50 35 1 42 2 42 2 42 4 42 2 42 4
52 36 1 46 2 46 1 47 1 46 2 47 1
54 37 1 50 2 48 2 51 1 51 1 51 1
56 40 1 52 1 51 2 52 3 52 3 52 3
58 43 2 57 1 55 1 57 1 56 2 57 1
60 44 3 58 1 57 2 58 3 58 2 58 3
62 46 3 60 2 59 4 62 1 62 1 62 1
64 49 5 64 1 63 1 64 2 64 2 64 2
66 50 2 65 5 65 1 66 2 66 2 66 2
68 56 1 67 5 66 7 68 1 68 1 68 1
70 56 1 69 7 69 1 70 9 70 9 70 9
72 56 6 72 2 71 4 72 18 72 16 72 18
74 61 1 74 4 73 3 74 24 74 19 74 26
76 63 1 76 2 76 1 76 53 76 50 76 55
78 64 2 78 14 78 1 78 86 78 72 78 92
80 66 2 80 14 80 2 80 169 80 140 80 174
82 71 1 82 22 82 3 82 286 82 251 82 299
84 70 2 84 52 84 11 84 483 84 416 84 505
86 73 3 86 69 86 14 86 818 86 672 86 856
88 73 7 88 132 88 16 88 1305 88 1058 88 1345
90 79 1 90 154 90 36 90 2024 90 1641 90 2104
92 80 1 92 247 92 38 92 3108 92 2472 92 3292
94 82 1 94 385 94 73 94 4836 94 3782 94 5052
96 84 2 96 511 96 86 96 6932 96 5396 96 7366
98 86 1 98 697 98 111 98 9800 98 7623 98 10493

100 89 1 100 923 100 147 100 13870 100 10627 100 14886



Таблица: Сложность Cn IPR фуллеренов для индекса Wr,s (N — число
графов).

W W2,2 W1,2 W3,3 W2,3 W1,3

n Cn N Cn N Cn N Cn N Cn N Cn N
90 39 2 71 1 69 1 73 2 73 1 73 2
92 41 1 80 1 76 1 84 1 84 1 84 1
94 48 1 82 1 80 2 84 2 84 2 84 2
96 49 1 85 1 81 2 87 5 87 3 87 6
98 55 1 87 1 85 2 91 3 91 2 91 3

100 55 3 90 2 90 1 95 1 95 1 95 1
102 59 1 94 4 92 1 98 2 98 1 98 2
104 65 1 97 2 99 1 101 1 100 9 101 2
106 69 1 101 2 101 1 104 4 103 9 104 3
108 70 1 103 2 102 3 107 3 107 2 107 2
110 72 1 108 1 106 2 110 1 110 1 110 1
112 74 1 108 3 109 2 112 1 111 8 112 1
114 76 2 112 4 110 1 114 4 114 2 114 4
116 80 2 114 2 113 1 116 11 116 6 116 15
118 81 1 116 2 117 1 118 32 118 26 118 32
120 87 1 119 1 118 2 120 39 120 34 120 47
122 89 2 121 4 120 4 122 73 122 49 122 82
124 91 2 124 1 122 8 124 146 124 100 124 164
126 93 1 126 1 125 1 126 262 126 164 126 268
128 96 1 128 6 127 4 128 409 128 270 128 416
130 97 3 130 4 130 1 130 739 130 466 130 728
132 100 2 132 5 132 1 132 1246 132 749 132 1235
134 102 2 134 14 134 3 134 2000 134 1314 134 1929
136 105 1 136 18 136 1 136 3020 136 1831 136 2966



Ìèíèìàëüíûå (r , s)-òðàíñìèññèîííî èððåãóëÿðíûå ãðàôû ôóëëåðåíîâ.

n = 62 n = 110

n = 64 n = 124

n = 76 n = 130



Tðàíñìèññèîííî èððåãóëÿðíîå äåðåâî Tk , k = m(m + 1)/2,m = 3,m ≥ 8.
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Äâóñâÿçíûé ÒÈ-ãðàô Gk íà 4k + 8 âåðøèíàõ, k ≥ 1.
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Семейства трансмиссионно иррегулярных графов



Êóáè÷åñêèé ÒÈ-ãðàô Gk íà 72k + 118 âåðøèíàõ, k ≥ 0.
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Ðåãóëÿðíûé ÒÈ ãðàô ñòåïåíè 4 íà 96k + 206 âåðøèíàõ, k ≥ 0.
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Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñòðóïåí÷àòî òðàíñìèññèîííî èððåãóëÿðíûì, åñëè
| tr(u)− tr(v)| = 1 äëÿ êàæäîãî ðåáðà (u, v).
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Ãðàô C6�Ck è ñòðóïåí÷àòî ÒÈ ãðàô Sk , k ≥ 2.



Èíäåêñ Âèíåðà ïðè ïðèñîåäèíåíèè ãðàôîâ ê ãåêñàãîíàëüíîìó ãðàôó.
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Ïóñòü ãðàôû F , E è T ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê a, b è c ðåáðàì ãðàôà H
òàê, ÷òî ýòè ðåáðà îáðàçóþò îáðàçóþò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå â
H. Òîãäà

W (G ) =

(
f + e

2

)2
W (H) + aW (F ) + bW (E ) + c W (T ) + p1 + p2,

ãäå p1 çàâèñèò îò äèñòàíöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê âåðøèí v è u â
ãðàôàõ F, E è T, à p2 - ïîëèíîì îò ÷èñëà âåðøèí ãðàôîâ.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå.


